
Πρόχειρες σηµειώσεις διαλέξεων

6η Εβδοµάδα

Θεώρηµα 1.6 (συνεχούς εξάρτησης από τα αρχικά δεδοµένα). ΄Εστω x(t),
y(t) είναι δυο λύσεις της εξίσωσης (1.1) ορισµένες στο |t− t0| < T . ΄Εστω ότι η

Φ(x, t) είναι Lipschitz συνεχής ως προς x µε σταθερά K και συνεχές ως προς

t σε ένα χωρίο Ω× (t0 − T, t0 + T ), Ω ⊂ Rn
. Τότε

(1.10) |x(t0 + h)− y(t0 + h)| ≤ eK|h||x(t0)− y(t0)|.
Απόδειξη. Θεωρούµε την

σ(t) = |x(t)− y(t)|2 ≡
n∑

i=1

(
xi(t)− yi(t)

)2
.

Για την παράγωγο της σ(t) παίρνουµε

σ′(t) = 2
(
x(t)−y(t)

)
·
(
Φ(x, t)−Φ(y, t)

)
≤ 2
∣∣x(t)−y(t)

∣∣ ∣∣Φ(x, t)−Φ(y, t)
∣∣ ≤

2K|x− y|2 = 2Kσ(t).

Εδώ χρησιµοποιήσαµε την ανισότητα Cauchy − Schwartz και την υπόθεση

ότι η διανυσµατική συνάτηση (διανυσµατικό πεδίο) είναι Lipschitz συνεχής.

Συνεπώς (
σ′(t)− 2Kσ(t)

)
e−2Kt ≤ 0 ⇔

(
σ(t)e−2Kt

)′ ≤ 0.

Η σ(t)e−2Kt
είναι µη αύξουσα. ΄Εστω h > 0, τότε

σ(t0 + h)e−2K(t0+h) ≤ σ(t0)e
−2Kt0

δηλαδή

σ(t0 + h) ≤ σ(t0)e
2Kh.

Εξάγοντας την τετραγωνική ϱίζα αποδεικνύουµε την (1.10) για h > 0.
΄Εστω τώρα h < 0. Προφανώς

−σ′(t) ≤ |σ′(t)| ≤ 2Kσ(t).

Συνεπώς (
σ′(t) + 2Kσ(t)

)
e2Kt ≥ 0 ⇔

(
σ(t)e2Kt

)′ ≥ 0.

΄Αρα η σ(t)e2Kt
είναι µη ϕθίνουσα και

σ(t0 + h) ≤ σ(t0)e
2K(−h).

Απ΄ όπου προκύπτει η (1.10) για h < 0.
�
Από το Θεώρηµα 1.6, ως πόρισµα, αµέσως προκύπτει και το ϑεώρηµα µο-

ναδικότητας. Θα διατυπώσουµε ένα άλλο πόρισµα αυτού του ϑεωρήµατος :

Πόρισµα 1.1. ΄Εστω x(t, c) είναι λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών

dx

dt
= Φ(x, t) και x = c για t = t0.

΄Εστω ισχύουν όλες οι προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος, και έστω η συνάρτηση

x(t, c) είναι ορισµένη στο |c− c0| ≤ L, |t− t0| ≤ T . Τότε

1. x(t, c) είναι συνεχής ως προς τις µεταβλητές (t, c), δηλαδή

lim
(t,c)→(t0,c0)

x(t, c) = x(t0, c0).
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2. Αν c→ c0 τότε x(t, c)→ x(t, c0) οµοιόµορφα για |t− t0| ≤ T .

Και οι δυο ισχυρισµοί προκύπτουν από την εκτίµηση (1.10).

Θεώρηµα 1.7 (συνεχούς εξάρτησης από τα δεδοµένα του προβλήµατος).

΄Εστω x(t), y(t) είναι λύσεις των συστηµάτων

dx

dt
= F(x, t),

dy

dt
= G(y, t),

αντίστοιχα, στο διάστηµα |t− t0| < T . ΄Εστω F και G είναι ορισµένα σε κάποιο

χωρίο D ⊂ Rn × (−T + t0, T + t0) και στο χωρίο αυτό

|F(z, t)−G(z, t)| ≤ ε.
΄Εστω F(x, t) είναι Lipschitz συνεχής συνάρτηση. Τότε

(1.11) |x(t)− y(t)| ≤ |x(t0)− y(t0)|eK|t−t0| +
ε

K
[eK|t−t0| − 1].

Παρατηρούµε ότι δεν χρειάζεται η συνάρτηση G να είναιLipschitz συνεχής.

Απόδειξη. Οπως και στο προηγούµενο ϑεώρηµα εισάγουµε την

σ(t) = |x(t)− y(t)|2.
Υπολογίζουµε την παράγωγο της σ(t)

σ′(t) = 2(x− y) · (F(x, t)−G(y, t)) = 2(x− y) · (F(x, t)− F(y, t))+

+2(x− y) · (F(y, t)−G(y, t)).

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Cauchy − Schwarz, παίρνουµε
|σ′(t)| ≤ 2|x− y||F(x, t)− F(y, t)|+ 2|x− y||F(y, t)−G(y, t)|.

Αφού

|F(x, t)− F(y, t)| ≤ K|x− y| και |F(y, t)−G(y, t)| ≤ ε,
καταλήγουµε σε µια διαφορική ανισότητα για σ(t) της µορφής

(1.12) σ′(t) ≤ 2Kσ(t) + 2ε
√
σ(t).

Θα αποδείξουµε ότι από την (1.12) προκύπτει η

(1.13) σ(t) ≤ [
√
σ(t0)e

K(t−t0) +
ε

K
(eK(t−t0) − 1)]2 για t ∈ [t0, t0 + T ].

Η περίπτωση t ∈ [−T + t0, t0] εξετάζεται µε τον ίδιο τρόπο. Θεωρούµε την

συνάρτηση

H(σ) = 2Kσ + 2ε
√
σ

η οποία ικανοποιεί την συνθήκη του Lipschitz στο ηµιεπίπεδο σ ≥ σ0 > 0.
Πράγµατι,

|H(σ1)−H(σ2)| = |2Kσ1 + 2ε
√
σ1 − 2Kσ2 − 2ε

√
σ2| ≤

≤ 2K|σ1 − σ2|+ 2ε|
√
σ1 −

√
σ2| = 2K|σ1 − σ2|+

2ε|σ1 − σ2|√
σ1 +

√
σ2

=

(2K +
2ε

√
σ1 +

√
σ2

)|σ1 − σ2| ≤ (2K +
ε
√
σ0

)|σ1 − σ2|

Βλέπουµε ότι

K1 = 2K +
ε
√
σ0
→∞ αν το σ0 → 0.

Αυτό σηµαίνει ότι η H(σ) δεν είναι Lipschitz, αν σ0 = 0.
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΄Εστω σ0 = σ(t0) > 0, τότε η λύση της εξίσωσης

(1.14) u′(t) = 2Ku(t) + 2ε
√
u(t), u ≥ 0,

η οποία ικανοποιεί την αρχική συνθήκη u(t0) = σ(t0) ϑα παραµείνει στο

ηµιεπίπεδο u ≥ σ(t0) για t > t0, επειδή από την εξίσωση έχουµε ότι u′(t) ≥ 0.
∆ηλαδή,

u(t) ≥ σ(t0) > 0 για t > t0.

Η εξίσωση (1.14) είναι η γνωστή εξίσωση τουBernoulli. Για να ϐρούµε την λύ-

ση της (1.14), που ικανοποιεί την συνθήκη u(t0) = σ(t0), ϑα κάνουµε αλλαγή

v(t) =
√
u(t). Αυτό είναι εφικτό επειδή u(t) ≥ σ(t0) > 0. Χρησιµοποιώντας

αυτήν την αντικατάσταση, από (1.14) ϑα περάσουµε στην

2vv′ = 2Kv2 + 2εv.

Αφού u(t) > 0, εποµένως v(t) > 0 για t ≥ t0, άρα είναι δυνατή η διαίρεση δια

το v και έτσι καταλήγουµε στην

(1.15) v′ −Kv = ε, v(t0) =
√
u(t0).

Η λύση του προβλήµατος (1.15) έχει την µορφή

v(t) =
√
u(t0)e

K(t−t0) +
ε

K
(eK(t−t0) − 1) =

√
u(t).

Απο το Θεώρηµα σύγκρισης (αφού έχουµε τις (1.12) και (1.14) ) u(t) ≥ σ(t)

και

√
u(t) ≥

√
σ(t), συνεπώς√

σ(t) ≤
√
u(t) =

√
σ(t0)e

K(t−t0) +
ε

K
(eK(t−t0) − 1)

και παίρνουµε το Ϲητούµενο αποτέλεσµα. Από όπου αµέσως προκύπτει η

(1.11).

Εδώ χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι για u ≥ σ0 έχουµε

|H(u)−H(σ)| ≤ K1|u− σ|

µε

K1 = 2K +
ε
√
σ0

<∞.

΄Εστω τώρα σ(t0) = 0. Ας τονίσουµε ότι εδώ δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε

το ϑεωρηµα σύγκρισης διότι σε αυτήν την περίπτωση η H δεν είναι Lipschitz
συνεχής. ΄Εστω un(t) είναι η λύση της (1.14) µε αρχική συνθήκη un(t0) = 1/n.
Θα αποδείξουµε ότι un(t) ≥ σ(t). ΄Εστω ισχύει το αντίθετο και υπάρχει t∗ > t0
τέτοιο ώστε un(t∗) < σ(t∗). Την αρχική στιγµή

1

n
= un(t0) > σ(t0) = 0 και u′(t0) > σ′(t0),

εποµένως υπάρχει κάποιο διάστηµα [t0, t∗] στο οποίο un ≥ σ. ΄Εστω un(t∗) =
σ(t∗). Η un είναι αύξουσα συνάρτηση και un(t0) = 1/n > 0, εποµένως

un(t∗) = σ(t∗) > 0 και un(t) ≤ σ(t), για t∗ ≤ t ≤ t∗.

Αν ϑα πάρουµε ως αρχική στιγµή το t∗, ϑα ϐρεθούµε υπό τις συνθήκες του

προηγούµενου ισχυρισµού. ∆ηλαδή, αφού σ(t∗) > 0, η H(σ) είναι Lipschitz
στο σ ≥ σ(t∗) > 0 και εποµένως, από το ϑεώρηµα σύγκρισης, η λύση της

(1.14) µε αρχική συνθήκη u(t∗) = σ(t∗) ϑα ικανοποιεί την ανισότητα un(t) ≥
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σ(t) για t ≥ t∗. ΄Αρα ϑα πρέπει un(t∗) ≥ σ(t∗), το οποίο αντιφάσκει µε την

αρχική προϋπόθεση un(t∗) < σ(t∗). Εποµένως

(1.16) σ(t) ≤ un(t) = [n−1/2eK(t−t0) +
ε

K
(eK(t−t0) − 1)]2

για n > 0. Περνώντας στο όριο στην (1.16), όταν n→∞, ϑα πάρουµε

σ(t) ≤ [
ε

K
(eK(t−t0) − 1)]2,

που αντιστοιχεί στην (1.13) για σ(t0) = 0.
�


